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     ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1- ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ  
                                                                   

          ΠΡΑΓΜΑΣΙΚΕ ΤΝΑΡΣΗΕΙ  
 

ΣΙΜΕ ΤΝΑΡΣΗΗ — ΣΤΠΟ ΤΝΑΡΣΗΗ                                          

 

1.  Αλ f(x) = x²  - x – 6, λα ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο f(0), f(6). ε πνηα ζεκεία 

ηέκλεη ε ζπλάξηεζε f ηνλ  x΄x ; 

2.  Αλ g(ζ) = 
1

εκζ
 + 

1

ζπλζ
 , λα ππνινγίζεηε ηηο ηηκέο g(

π

3
 ), g(

π

4
 ). Γηα πνηεο ηηκέο 

ηεο γσλίαο ζ∈(0, 4π) είλαη g(ζ) = 0 . 

3.  Αλ f(x) = e
2x

 - 
1

2
 log1

2
 x λα ππνινγηζηνύλ νη ηηκέο f(1), f(

1

2
 ) .  

4.  Αλ f(x) = 
α

x

1+ α
x  κε 0< α ≠ 1 λα δείμεηε όηη f(x)+ f(-x) = 1 . 

5.  Αλ f(x)=
2

x 
+ 2

-x

2
  θαη g(x)=

2
x 
- 2

-x

2
  λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε [f(x)]²+[g(x)]²=

17

8
 .  

6. Σν νξζνγώλην ΔΕΖΘ είλαη 

 εγγεγξακκέλν ζην ηξίγσλν ΑΒΓ 

 κε βάζε ΒΓ = 12 θαη ύςνο ΑΓ= 6. 

 Να εθθξάζεηε ην εκβαδόλ Δ ηνπ 

 νξζνγσλίνπ ζπλαξηήζεη ηνπ x.  

 

 

 

 

 

 

7.  Nα εθθξάζεηε ηνλ όγθν V ελόο θύβνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ εκβαδνύ S ηεο 

νιηθήο επηθάλεηαο ηνπ.  

8.  ύξκα κήθνπο l θόβεηαη ζε δύν θνκκάηηα κε κήθε x θαη l – x. Με ην πξώην 

θνκκάηη ζρεκαηίδνπκε ηζόπιεπξν ηξίγσλν θαη κε ην δεύηεξν ζρεκαηίδνπκε 

θύθιν. Να βξεζεί ην άζξνηζκα ησλ δύν ζρεκάησλ σο ζπλάξηεζε ηνπ x. 

9.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο: 

  f(x) = 
1

2
 ( 5

x
 + 5

-x
) ,  g(x) = 

1

2
 ( 5

x
 - 5

-x
) θαη h(x) = 

g(x)

f(x)
  . 

Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε x  R ηζρύνπλ: 

i)  f(-x) = f(x)  ii)g(-x) + g(x) = 0  iii) f(x) > 0 
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iv)  [f(x)]
2
 - [g(x)]

2
 = 1 v)  1 - [h(x)]

2
 = [f(x)]

-2
 

10.  ε έλα νξζνγώλην ηξίγσλν ε ππνηείλνπζα είλαη 5cm. Να εθθξάζεηε ην 

εκβαδόλ Δ ηνπ ηξηγώλνπ σο ζπλάξηεζε ηεο κηαο θάζεηεο πιεπξάο ηνπ x. 

11.  ε απόζηαζε 3cm από κία θνιόλα θσηηζκνύ ύςνπο 4m βξίζθεηαη έλαο 

άλζξσπνο ύςνπο h. Να εθθξάζεηε ην κήθνο ηεο ζθηάο ηνπ x ζαλ ζπλάξηεζε ηνπ 

h.  

 

ΠΕΔΙΟ ΟΡΙΜΟΤ 

 

1.  Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ κε ηύπν : 

   i)  f(x) = 
1- 2x

x² - 3x + 2
  ii)  f(x) = x²+ x - 2  iii)  f(x) = 

 x - 2 

2 - x 
  

   iv)  f(x) = 
x²- x - 2

x + 1
    v)  f(x) = 4 x²- 2x + 5 x²- 3x + 4   . 

2.  Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο : 

       i)  f(x) = 
│2x+1│- 1 

│x - 1│
  ii)  f(x) = │x - 1│-│x - 5│   

   iii)  f(x) = │x + 1│- 1 - 3 │x + 2│+ 1  + 9 - x²   . 

3.  Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο : 

       i)  f(x) = 
log(x² - 1)

 x²- 4 
  ii)  f(x) = log

5x - x²
5

    

   iii)  f(x) = logx (3x – 2)     v)  f(x) = logx²-2x+1( x² - 16)  . 

4.  Nα βξεζεί ην πξόζεκν ηεο ζπλάξηεζεο f(x) = x²- 2x- 8 γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο 

ηνπ x. Πνην είλαη ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο : g(x) = 
1

2
 log[-(x- 4)∙(x+ 2)] . 

5.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = x 25 - x
2
 . 

i) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

ii) Να δείμεηε όηη: f(5ζπλx) ≤ 
25

2
 . 

6. Να βξεζεί ην αR ώζηε ε ζπλάξηεζε f(x) = 
1

x
2
 - x + α

2
 - 2

  λα έρεη γηα πεδίν 

νξηζκνύ ην R. 

7. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
x

3
 + ιx - 2ι

x
2
 - 2ιx + ι + 2

   ,  ιR. Να βξεζνύλ νη ηηκέο 

ηεο παξακέηξνπ ι αλ είλαη γλσζηό όηη ε f έρεη πεδίν νξηζκνύ ην R. 
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ΠΡΑΞΕΙ ΤΝΑΡΣΗΕΩΝ 

 

1.  Αλ f(x) = 2x- 3 θαη g(x) = x²- 4x+ 3 λα βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο : f(x)+ g(x), 

f(x) + (x+1)g(x), f(x)∙g(x), [f(x)]² - g(x), 
f(x)

 g(x)
  . 

2.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f(x) = 
6

 x- 1
  θαη g(x) = 

8x

x²- 4
  . Να νξηζηνύλ νη 

ζπλαξηήζεηο f+g , f∙g , 5∙f , 
f

 g
  . 

3.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f(x) = 
x+ 2

 x- 3
  θαη g(x) = 

x+ 1

(x- 2)∙(x- 1)
 . Να νξηζηνύλ νη 

ζπλαξηήζεηο  f + g , f∙g , f – g ,  
g

f
  . 

4.  Αλ f(x) = x²- 4 θαη g(x) = │x│- 2, λα βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο f(x) + g(x), 

f(x)∙g(x), 
f(x)

 g(x)
   . 

5.  Αλ f(x) = x θαη g(x) = 
x

2
 - 9

 x- 2
  , λα βξεζνύλ νη ζπλαξηήζεηο f – g, 

f

 g
 , 

g

 f
 . 

 

 

ΟΡΗΟ ΤΝΑΡΣΖΖ 

 

1.  Να ππνινγηζηνύλ ηα όξηα : 

   

 i)       ii)       

 

 

 
iii)     iv)    

 

 

 
v)     vi) 

 

 

2.  Αλ          λα βξεζεί ην    όηαλ : 

1x

2 x
4

x
3

x 1lim
2x

x
3

2 x x
2

1lim

1x

x
4

x

3 x
2

lim

1x

x
2

5 x 2

x 2
lim

0x


2

x xlim


3
x

3 x 4 x( )lim

x0x

f x( ) 2lim

x0x

g x( )lim
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0x

3 x
3

4 x
2

4 x
4

3 x
2

lim

 

  1.  g(x) = 2f(x) – 1 2. g(x) =  
4f(x)

f²(x) - 1
   

  3. g(x) = │(f(x)- 1)∙(f(x) + 2)│ 4.  g(x) = 
3

3f(x)+2   .     

3.  Να ππνινγηζηνύλ ηα όξηα : 

 
   1.        2.     3.   

 

 
   4.            5.         

 

 

 

   6.     7.       

 

 

 

4.  Να ππνινγηζηνύλ ηα όξηα : 

    

  1.    2.     3.  

   

 

   

  4.       5.  

 

 

5.  Αλ       λα απνδεηρζεί όηη:          . 

 

6. Αλ κ, λ∈Ν* θαη α, β, γ∈ R κε α+β+γ = 0, λα απνδείμεηε όηη :  

 

 

 

7. Να απνδείμεηε όηη: 

    

  1.     2.  

   

2x

x
2

4

x 2
lim

2x

x
3

8

x 2
lim

1x

x
3

1

x
4

1

lim

2x

3 x
2

4 x 4

x
2

6 x 8

lim

0x

x xx 
2

x

x
lim

0x

xx x
2

x
4

x
2

x

lim

5x

x 1 2

x 5
lim

2x

x 2 2

x 2
lim 3x

9 x
2

3 x 3

lim

1x

x 1

x 3 2

lim
4x

5 x 3

5 x x 3

lim

2x

f x( ) x
2

x 1 2lim
2x

f x( ) 3lim

1x

x


x




x 1
lim  

5x

2 x 10

5 5 x

lim 4

2x

1 x 1

x
2

4

lim
1

8
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3.                                                             4.      (α,β>0) 

 

   

 

5.                                    6.  

 

 

 

  7.                 8.   

         

        8.  Να ππνινγηζηνύλ ηα παξαθάησ όξηα: 

1. 

4 2 2

2x 1

x 2x 4x 6x 3
lim

x 3x 2

   

 
    2. 

2 2

x

x 3 x 2
lim

x

   


 

 

3. 

2

3 2x 1

x x 2 2
lim

x 3x 2

  

 
 4.

3x 1

1 3
lim

1 x 1 x

 
 

  
 

 

5. 
x 3

x 1 x 2 3
lim

x 3

   


 6. 

2

x 2

x 2 x 5 5
lim

x 2

   


 

 

9.  Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηεο παξακέηξνπ ιR , αλ ηζρύεη: 

    

 2 2 2

x 3

4 x 16x 12 9
lim

x 3

     


 = 5ι

2 
+ 9. 

 

10. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
x

2
 - αx + β

 x- 3
 , α,βR κε 9 – 3α+β = 0. Αλ 

x 3
limf (x) 0


 ,λα βξείηε ηηο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ α,β. 

 

 

                                    ΤΝΔΥΔΗΑ ΤΝΑΡΣΖΖ 

 

1.  Να κειεηήζεηε σο πξνο ηελ ζπλέρεηα ζην x0 ηηο ζπλαξηήζεηο : 

1x

2 x
3

5 x
2

8 x 1

x
4

x
3

x 1

lim 4
0x

x
2


2



x
2


2



lim




1x

lnx

e
x

lim 0


6
x

x

x
lim

2

3

1x

x 1( )
2

x
2

1

x
3

1

lim
2

3 2x

x
2

5


3 

x

lim 1
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x²+ 3 - 2

x- 1
   x ≠ 1 

  1.  f(x) =       x0 = 1 

          1/2   x = 1 

    
x - 2

x²- 4x
        0< x ≠ 4 

  2.  f(x) =                 x0 = 4   . 

        1                 x = 4 

 

2.  Βξείηε ην α ώζηε ε f λα είλαη ζπλερήο ζην x0 : 

    
x² + 3x + 2

x² - 1
   x ≠ 1 

  1.  f(x) =       x0 = 1 

           α   x = 1 

  
x

3
 + 8

x²- 4
   x ≠ -2 

  2.  f(x) =       x0 = -2   . 

  

       α   x = -2 

3.       αx² + βx +3  x ≠ 1 

              Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) =       . Αλ ε ζπλάξηεζε f 

             -2  x = 1 

είλαη ζπλερήο ζην ζεκείν x0 = 1 θαη ε Cf δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(-1, 2), λα 

πξνζδηνξηζηνύλ ηα α θαη β ∈ R . 

4. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο : 

             αx²+βx + 1, x ≠ 1                 
αx- β

x+ 2
 , x ≠ 2  

 f(x) =           θαη  g(x) =  

           3          , x = 1              4          , x = 2 

α) Να βξεζνύλ ηα α, β∈R, ώζηε ε ζπλάξηεζε f λα είλαη ζπλερήο ζην x0=1 θαη ε g 

λα είλαη ζπλερήο ζην x0=2 .  

 

β) Να βξείηε ην όξην :              . 

 

5.  Αλ ζπλάξηεζε f είλαη ζπλερήο ζην R θαη f
2
(1) = 4

x 1
limf (x)


 - 4 λα βξεζεί ην      

f(1). 

     
αx + β - 2

x - 1
   x ≠ 1 

1x

f x( ) x 2( ) . g x( ) 7

x
2

1

lim
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6.  Έζησ  f(x) =      . Να βξεζνύλ ηα α,βR ώζηε ε f λα είλαη 

 

               2α-1   x=1  

ζπλερήο ζην x = 1 θαη λα ηζρύεη ε ζρέζε α + β – 2 = 0. 

 

           
x

2
 - 3ιx +2ι

2

x - ι
  x ≠ ι 

7. Έζησ  f(x) =         . Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ι, αλ  

 

                ι   x = ι  

είλαη γλσζηό όηη ε f  είλαη ζπλερήο  ζην x0 = ι. 

 

Ζ ΔΝΝΟΗΑ ΣΖ ΠΑΡΑΓΩΓΟΤ 

 

1.  Nα βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο : 

   i) f(x) = x  ζην  x0 = 4 

  ii) f(x) = 3x² - 2x – 1  ζην  x0 = 1 

 iii) f(x) = 
1

x
   ζην  x0 = -1 

 iv) f(x) = x
4
 + 1 ζην  x0 = -1 

  v) f(x) = 2x² + 4x  ζην  x0 = 2  . 

2.  Να βξείηε ηελ παξάγσγν ηεο ζπλάξηεζεο : 

    i) f(x) = 
3

x  ζην  x0 = 8 

  ii) f(x) = - 
1

x²+ 1
   ζην  x0 = -1  . 

3.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε f κε πεδίν νξηζκνύ ην R, γηα ηελ νπνία ηζρύεη  

f(2 + h) = 3h
2
 + 2h – 1 γηα θάζε hR 

 i) Να βξεζεί ε ηηκή f(2) 

 ii) Να ππνινγηζηεί ε παξάγσγνο f΄(2). 

 

4.  Μηα επηρείξεζε έρεη θέξδε t² ζε εθαηνκκύξηα δξαρκέο ζηα πξώηα t έηε ηεο 

ιεηηνπξγίαο ηεο. 

i) Πνηνο ν κέζνο ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο από t= 2 ζε t= 2,5 ρξόληα . 

 ii) Πνηνο ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο γηα t = 2. 

 

5.  Έλαο θύβνο έρεη αθκή x πνπ κεηαβάιιεηαη. 
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i) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ επηθάλεηαο σο πξνο ηελ 

αθκή ηνπ, όηαλ x = 3 . 

ii) Να βξείηε ην κήθνο ηεο αθκήο ηνπ, όηαλ ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ 

εκβαδνύ επηθάλεηαο ηνπ θύβνπ είλαη 6 . 

6.  i) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ελόο νξζνγσλίνπ κε πιεπξέο       

x+ 2 θαη 2x σο πξνο x όηαλ x= 3 . 

      ii) Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ηνπ όγθνπ ελόο νξζνγσλίνπ 

παξαιιειεπηπέδνπ ύςνπο x + 1 κε βάζε ην νξζνγώλην ηνπ πξνεγνύκελνπ 

εξσηήκαηνο σο πξνο x  όηαλ x = 2 .  

7.  Nα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο : 

 i) f(x) = x
3
   ζην Α(0, f(0)) 

 ii) f(x) = 
1

x²
   ζην Α(1, f(1)) 

iii) f(x) = x² + 3x ζην Α(-1, f(-1)) . 

8.  Έζησ f κία ζπλάξηεζε νξηζκέλε ζην R, παξαγσγίζηκε ζην x0 = 1 κε f(1) = 5 

θαη f΄(1) = 3. Να ππνινγίζεηε ην: 

2

h 0

f (1 h) 25
lim

h

 
.  

 

ΠΑΡΑΓΩΓΗΖ ΒΑΗΚΩΝ ΤΝΑΡΣΖΔΩΝ – ΚΑΝΟΝΔ ΠΑΡΑΓΩΓΗΖ 

 

1.  Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = 2x
-4

 2.  f(x) = 
3

x²  3.  f(x) = 
1

 
4

x3 

  4.  f(x) = 2x²∙
3

x   

  5.  f(x) = 
2

3
 x

3
 - 

1

2
 x²+x+7      6.  f(x) = 

x²+9

5
      7.  f(x) = x² +ζπλx –2   . 

2. Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = x
2
∙εκx 2.  f(x) = 

x²
lnx

  3.  f(x) = 
lnx

x+2
   

 4.  f(x) = 2x - 3 x ∙ζπλx    5.  f(x) = x∙e
x
∙lnx   6.  f(x) = 

x∙lnx

x² - 1
  

         7.  f(x) = 
2x +1

e
x   8.  f(x) = 3εκx∙ζπλx – εθx  . 

3.  Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = (2x+5)
4
 2.  f(x) = - 

3

(4- x²)5
    3.  f(x) = ζπλ

5
x   4. f(x) = ζπλx

5
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  5.  f(x) = 2εκ
3
(x²+ 4)   6.  f(x) = 5εκ(2x²+1)

3
    7.  f(x) = 3x²-12  

  8.  f(x) = 1- ζπλ2x    9. f(x) = 
1

3
 ln3x   10.  f(x) = ln

2

x
5  11.  f(x) = ln

εθx

x²+1
   

  12.  f(x) = log2(x
3
 +5)    13.  f(x) = ( 

x+1

x - 1
 )²   14.  f(x) = ζπλ²(

1+x

1-x
 ) 

 15.  f(x) = 
lnx-2

ln²x
      16.  f(x) = e

ln(x²+1)
    17.  f(x) = 

2x xe 
     18.  f(x) = 

1 - e
-2x

1+e 
-2x  

4.  Να βξεζνύλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = 
xe  – ln(2x-1) 2.  f(x) = - 

1

2
 (e

x
 +e

-x
)   3.  f(x) = 10 x –20ln(2+ x ) 

  4. f(x) = ln²x –ln(lnx)     5. f(x) = ln(ζπλ x²+α² )       6. f(x) = log(εθx)  . 

5.  Να βξεζνύλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = εκ(ζπλ(x²+x))   2.  f(x) = ζπλ
3
(2x²+3x+4)

4
   3. f(x) = εκ(ζπλ²(x²-x)) 

  4.  f(x) = ln(ln(x²+3x))   5.  f(x) = ln(εκ(ζπλx²))    6.  f(x) = ln
3

(x²-3x+1)²  

  7.  f(x) = εκ(ln(ζπλ²(x+1)))   8.  f(x) = e
εκ(2x+1)²   .    

6.  Να βξεζνύλ νη παξάγσγνη ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  1.  f(x) = x
x
   2.  f(x) = x

εκx
   3. f(x) = x

lnx
   4.  f(x) = (ζπλx)

lnx
  

  5.  f(x) = 2
ζπλx    6.  f(x) = 3

ζπλx+lnx
   . 

7.  Nα βξεζεί ε δεύηεξε παξάγσγνο ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

   i)  y = ln(3x²-1) ii)  y = 
xe  iii)  y = εκ

3
2x  

 iv)  y = 
x²+3

x+2
   v)  y = x

3
e

-x
 vi)  y = ln(x²+2)  . 

8.  Nα απνδείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε y = e
x
εκx επαιεζεύεη ηελ ζρέζε :  

y΄΄-2y΄+2y=0  . 

9.  Αλ f(x) = x∙

1

xe


   λα δείμεηε όηη : x
3
f΄΄(x) - xf΄(x) + f(x) = 0 . 

10.  Αλ f(x) = α∙e
-x

 + β∙e
-2x

  (α, β∈R) λα δείμεηε όηη : f΄΄(x)+3f΄(x)+2f(x) = 0 γηα 

θάζε x∈R . 

11.  Έζησ ζπλάξηεζε f:(0, 
π

 2
 ) → R κε ηύπν y=α∙ζπλx-2ζπλ²x. Nα δεηρζεί 

όηη y΄+y∙εθx = εκ2x  . 



ΚΑΝΓΖΛΑΠΣΖ ΑΘΑΝΑΗΟ-καζεκαηηθόο 

 

 

12.  Θεσξνύκε ηελ ζπλάξηεζε ζ(x) = 
f(x)

g(x)
  κε g(x) ≠ 0. Aλ ζ΄(α) = 0 γηα θάζε 

α∈A, λα δεηρζεί όηη: ζ(α) = 
f΄(α)

g΄(α)
 . (f, g παξαγσγίζηκεο θαη g΄(α) ≠ 0) .     

13.  Αλ f(x) = g(x)+h(x) θαη g΄(x) = -h(x), h΄(x) =g(x) γηα θάζε x∈R λα δείμεηε  

όηη: f΄΄(x)+f΄(x) = 0 . 

14.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
εκx+ζπλx

εκx-ζπλx
  . 

i) Να δείμεηε όηη f΄(x)+f²(x) = -1 

ii) Αλ f΄΄(x) = 0 λα δείμεηε όηη f(x) = 0  . 

15.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε κε ηύπν f(x) = ln3x. Να βξείηε ηηο παξαγώγνπο f΄(2x) 

θαη (f(2x))΄. Ση παξαηεξείηε ; 

16.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f, g νξηζκέλεο θαη παξαγσγίζηκεο ζην δηάζηεκα Γ. 

Αλ γηα θάζε x∈Γ ηζρύεη: 5f²(x) = 2g
3
(x) – 48 θαη f(2) = 4,f΄(2) = 1, λα βξείηε ηα 

g(2), g΄(2) (2∈Γ) . 

      17.  Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R λα βξείηε ηελ παξάγσγν ησλ 

ζπλαξηήζεσλ : 

  α) f(x
2
 – 2x + 4)  β) f(ζπλx) + ζπλ(f(x)) 

  γ) [f(lnx)]
2
  δ) f(e

ζπλx
 - 2) 

 

18.  Αλ f(x) = 
ζπλ

2
x

1 + εκ
2
x
  , xR  λα απνδείμεηε όηη: 

1

3
 f(

π

4
 ) = 1 + f΄(

π

4
 ) . 

19.  Να βξεζεί ην πνιπώλπκν P(x) ηξίηνπ βαζκνύ γηα ην νπνίν ηζρύεη: 

  P(0) = 1 P΄(-1) = -5 P΄(-2) = 5 θαη  P΄΄(-1) = -6 . 

20.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε f, δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R, γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

  f(lnx) = 
x 1 23e ln x   γηα θάζε x > 0. Να ππνινγίζεηε ην f΄΄(0). 

21. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = xe
-x

 , xR . Να βξεζνύλ νη ηηκέο ησλ 

παξακέηξσλ α,βR ώζηε λα ηζρύεη: αf΄΄(x) + βf΄(x) = f(x) γηα θάζε xR. 

22.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f,g παξαγσγίζηκεο ζην R, γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη: 

  f(g(x)) = (x
2
 – 3x)

6
 , xR. Αλ g(1) = 2006 θαη g΄(1) = 32 λα ππνινγίζεηε 

ην f΄(2006). 

23.  Να απνδείμεηε όηη δελ ππάξρνπλ παξαγσγίζηκεο ζην R ζπλαξηήζεηο f,g πνπ 

ε γξαθηθή ηνπο παξάζηαζε  δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη γηα ηηο 

νπνίεο ηζρύεη: 

  f(x)g(x) = 3ln(x
2 
+ 1) – e

x
 + 1, γηα θάζε xR. 

24.  Αλ f(x) = x + 1 λα απνδείμεηε όηη: 
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2h 0 h 0

f (4 h) f (4) f (1 h) f (1)
lim lim

h h 2h 

   



. 

25.  Αλ f(x) = x + x
2
 - 1  x > 1 λα δείμεηε όηη: 

   
2(x 1)f΄́ (x) xf (́x) f (x)   . 

   

ΔΦΑΠΣΟΜΔΝΖ ΚΑΜΠΤΛΖ 

 

1.  Να βξείηε ην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο ηεο 

ζπλάξηεζεο f(t) = 
e

t
+1

e
t
+2

  ζην ζεκείν Α(0, f(0)). Οκνίσο ηεο θακπύιεο 

f(ζ)=
εκζ

2-ζπλζ
  ζην ζεκείν Α(π, f(π)) . 

2.  Nα βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) = 
1

4
 (αx – x

3
) ζην ζεκείν ηεο Ο(0, f(0)) λα ζρεκαηίδεη κε ηνλ 

άμνλα xx΄ γσλία 45 . 

3.  Να βξεζεί ε Δ.Δ ζην x0 = 2 ηνπ δηαγξάκκαηνο ηεο f(x) = x
3
 – x . 

4.  Nα βξεζνύλ νη Δ.Δ ηεο θακπύιεο f(x) = x²-x-6 ζηα ζεκεία πνπ απηή ηέκλεη 

ηνπο άμνλεο . 

5.  Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηνπ δηαγξάκκαηνο ηεο ζπλάξηεζεο  

f(x) = x
4
-3x ζην ζεκείν Α(x0, y0), αλ ε εθαπηνκέλε ζρεκαηίδεη γσλία 45 κε ηνλ 

νξηδόληην άμνλα . 

6.  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο C ηεο f 

κε f(x)= 2x
3
-3x²-12x+5 πνπ είλαη παξάιιειεο ζηνλ xx΄ .  

7.  Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε 

f(x)= 4-x² πνπ ζρεκαηίδεη γσλία  
π

3
  κε ηνλ άμνλα xx΄. 

8.  Να βξείηε ηα α, β∈R ώζηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ f κε 

f(x) = x²+αx+1 θαη g κε g(x) =2x²+x+β λα έρνπλ θνηλή εθαπηνκέλε ζην ζεκείν 

x0=1 . 

9. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f θαη g, κε: f(x) = αx²-4x+β θαη g(x) =  
βx

x - 1
 . Να 

βξείηε ηα α, β∈R ώζηε νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ f θαη g λα έρνπλ θνηλή 

εθαπηνκέλε ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε x0 = 2 . 
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10.  Να βξείηε ηηο εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f 

κε f(x) =x²-5x+6πνπ πεξλνύλ από ην ζεκείν Μ(1, -2) .  

11.  Να βξεζνύλ νη εμηζώζεηο ησλ εθαπηόκελσλ ηεο ζπλάξηεζεο f(x) =2x²+2 

πνπ δηέξρνληαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ . 

12.  Να βξεζεί ην α ώζηε ε ζπλάξηεζε f(x) = x
3
 –αx λα έρεη ζην ζεκείν x0 =1 

εθαπηνκέλε παξάιιειε πξνο ηελ επζεία y – 2x + 3 = 0. Δπίζεο λα βξεζεί ε 

εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο . 

13.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f κε 

f(x)=2x²+3x-1 πνπ είλαη θάζεηε ζηελ επζεία x-y-2=0 . 

14.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f: R→R κε ηύπν f(x) = x²+ θx +ι. Να βξεζνύλ νη 

θ,ι∈R έηζη ώζηε ε επζεία y=3x λα εθάπηεηαη ζην δηάγξακκα ηεο ζπλάξηεζεο 

ζην ζεκείν Μ(1, 3) .  

15.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) =αx²-2x+9. Να βξείηε ηα α, β∈R ώζηε ε 

επζεία y = βx λα εθάπηεηαη ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν A(3,f(3)). 

16.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε : f(x) = αx²+βx+7. Να βξείηε ηα α, β∈R ώζηε ε 

εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Μ(2, 9) λα δηέξρεηαη από 

ην ζεκείν Α(1, 2) .  

17.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f, κε f(x) = lnx, θαη g κε g(x) = ln²x - lnx + 1.Να 

απνδείμεηε όηη νη γξαθηθέο ηνπο παξαζηάζεηο έρνπλ έλα θνηλό ζεκείν, θαη ζην 

ζεκείν απηό έρνπλ ηελ ίδηα εθαπηνκέλε . 

18.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R κε f΄(x) ≠ 0 γηα θάζε 

πξαγκαηηθό αξηζκό x θαη ε ζπλάξηεζε g κε g(x) = 2004
f(x)

f΄(x)
  γηα θάζε 

πξαγκαηηθό αξηζκό x. Αλ ππνζέζνπκε όηη ππάξρεη x0∈R γηα ην νπνίν ηζρύεη 

f΄΄(x0) = 0, λα δείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g ζην 

(x0,g(x0)) είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία ε : 
y

4
 - 501x = 1 . 

19.  Γίλεηαη παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f: (0,+∞) → R κε f(x
2
 + 4x) = x

3
 + lnx. 

Να βξείηε ηελ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο f ζην 

ζεκείν Α(5,f(5)). 

20.  Αλ ε ζπλάξηεζε t είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη ε επζεία (ε) : y = -x + 5 

εθάπηεηαη ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο t ζην x0 = 2, λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο 

εθαπηνκέλεο ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = x
2
t(2x - 3) ζην x1 = 5

2
 . 

21.  Ζ εθαπηνκέλε ηεο θακπύιεο f(x) = αe
βx

 ζην ηπραίν ζεκείν ηεο Ρ ηέκλεη ηνλ 

xx΄ ζην Σ. Αλ Ρ΄ είλαη ε νξζή πξνβνιή ηνπ Ρ πάλσ ζηνλ άμνλα xx΄ λα απνδεηρζεί 

όηη ην κήθνο ηνπ Ρ΄ Σ είλαη ζηαζεξό. 
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22.  Να βξεζεί ν ιR , έηζη ώζηε ε f(x) = 
x

3

3
  + ιx

2
 – (ι

2
 - ι)x λα κε δέρεηαη 

νξηδόληηα εθαπηνκέλε. 

23.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f: (2, +∞) → R κε f(x) = ln(x-2) θαη g:R→R κε 

g(x) = x² + 3x – 2. Να δείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην Α(3,0) εθάπηεηαη ηεο 

Cg. 

24.  Να δείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο f(x) = 2x³ ζην ηπραίν ζεκείν ηεο 

Μ(α,2α³) κε α ≠ 0 έρεη πάληα θαη άιιν θνηλό ζεκείν Ν κε ηελ θακπύιε. Να 

δείμεηε όηη ε θιίζε ζην Ν είλαη ηεηξαπιάζηα ηεο θιίζεο ζην Μ. 

25.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ηεο θακπύιεο y = f(x) ζην ζεκείν 

Μ(x0, f(x0)), όηαλ : 

α)   f(x)∙e
f(x)

 = e
x+1 

, x0 = 0 θαη f(0) = 1. 

β)  [f(x)]² = x + 
f (x)

ln
x

, x0 = 1 θαη f(1) = 1 

26.  Αλ ε f δύν θνξέο παξαγσγίζηκε ζην R κε f΄(x) ≠ 0, xR, g(x) = 
f (x)

f '(x)
 θαη 

ε Cg ηέκλεη ηνλ άμνλα xx΄ ζην ζεκείν Α(x0, 0) λα δείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο 

Cg ζην Α είλαη θάζεηε ζηελ επζεία : 2002x + 2002y = 2003. 

27. Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ α ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο 

ζπλάξηεζεο f(x) = 
x

3
+α

2x+α
  ζην ζεκείν Α(-1, f(-1)) λα είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ 

άμνλα xx΄ . 
 

ΡΤΘΜΟ ΜΔΣΑΒΟΛΖ 

 

1.  To πνζνζηό ησλ ζπόξσλ ελόο δέληξνπ πνπ εμαπιώλνληαη ζε απόζηαζε από 

ηε βάζε ηνπ κεγαιύηεξε από r δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε : ξ(r) = 
3

4
 (

r0

r
 )

1/2
+

1

4
 (

r0

r
 ) 

όπνπ r0 κηα ζηαζεξά. Να βξεζεί ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ πνζνζηνύ εμάπισζεο 

ησλ ζπόξσλ όηαλ r = 2r0 .  

2.  H αθηίλα r(cm) ελόο ζθαηξηθνύ κπαινληνύ κεηαβάιιεηαη ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξόλνπ t(sec) θαη δίλεηαη από ηνλ ηύπν r(t) = 10e
-t
 . Να βξεζεί ν ξπζκόο 

κεηαβνιήο ηεο επηθάλεηαο ηνπ κπαινληνύ θαηά ηελ ρξνληθή ζηηγκή t = 2sec . 

(E=4πξ² θαη V= 
4

3
 πξ

3
 ) . 

3.  Υξσκαηηζηό πγξό πέθηεη ζε ξνύρν θαη απιώλεηαη ζρεκαηίδνληαο θπθιηθή 

θειίδα ηεο νπνίαο ην εκβαδόλ απμάλεη κε ξπζκό κεηαβνιήο 5cm²/min. Να βξεζεί 
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ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο αθηίλαο θαηά ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην 

εκβαδόλ ηεο θειίδαο είλαη 36π cm² . 

4.  Μηα ζθαηξηθή κπάια ρηνληνύ αξρίδεη λα ιηώλεη θαη ε αθηίλα ηεο ειαηηώλεηαη 

ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν R = 9 - 4t, όπνπ t ν ρξόλνο ζε sec θαη 0 ≤ t ≤ 
9

4
 . Να βξείηε 

ην ξπζκό κείσζεο ηνπ όγθνπ θαη ηεο επηθάλεηαο ηεο κπάιαο όηαλ t = 1sec . 
5.  Από έλα ζθαηξηθό κπαιόλη δηαθεύγεη αέξην κε ξπζκό 3cm

3
/sec. Να βξείηε 

ηνλ ξπζκό κείσζεο ηεο επηθάλεηαο ηνπ κπαινληνύ όηαλ ε αθηίλα ηνπ είλαη 20 cm. 
6.  Να βξεζεί o ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο Ρ ζε ρηιηάδεο δξαρκέο αλά 

αληηθείκελν όηαλ ην εβδνκαδηαίν θόζηνο παξαγσγήο είλαη : θ(x) =40+5x+ 
1

4
 x² 

θαη ε είζπξαμε Δ(x) = 60x- x² ζηελ πεξίπησζε πνπ πσινύληαη α) 20 αληηθείκελα 

ηελ βδνκάδα, β) 30 αληηθείκελα ηελ βδνκάδα . 

7.  Oη δηαζηάζεηο x θαη y ελόο νξζνγσλίνπ απμάλνπλ κε ξπζκό 2cm/sec θαη 

4cm/sec αληίζηνηρα. Να βξείηε ην ξπζκό αύμεζεο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξζνγσλίνπ 

σο πξνο ηνλ ρξόλν t θαηά ηελ ρξνληθή ζηηγκή t0 πνπ είλαη x = 25cm θαη y = 32cm. 
8.  Γίλεηαη νξζή γσλία xOy θαη ην επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ κήθνπο 10m ηνπ 

νπνίνπ ηα άθξα Α θαη Β νιηζζαίλνπλ πάλσ ζηηο πιεπξέο Οy θαη Οx αληίζηνηρα. 

Σν ζεκείν Β θηλείηαη κε ηαρύηεηα π = 2m/sec θαη ε ζέζε ηνπ πάλσ ζηνλ άμνλα 

Οx δίλεηαη από ηελ ζπλάξηεζε S(t) = π∙t, t∈[0, 5] όπνπ t ν ρξόλνο ζε sec. 

i) Να βξεζεί ην εκβαδόλ Δ(t) ηνπ ηξηγώλνπ (ΟΑΒ) σο ζπλάξηεζε ηνπ t. 

ii) Πνηνο ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ E(t) ηε ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην κήθνο ηνπ 

ΟΑ είλαη 6m ; 

9.  Έλα θηλεηό ζε ρξόλν t sec δηαλύεη δηάζηεκα S ζε m πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

S(t) = t
3
+t²+t+1, 0 ≤ t ≤ 5. Να βξείηε : 

i) ηελ αξρηθή ηαρύηεηα ηνπ θηλεηνύ  

ii) ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ε ηαρύηεηα ηνπ γίλεηαη 6 m/sec 

iii) ηε ρξνληθή ζηηγκή πνπ ε επηηάρπλζή ηνπ γίλεηαη 26 m/sec² . 

10.  Ζ ζέζε ελόο πιηθνύ ζεκείνπ πνπ βάιιεηαη, κε θόξα πξνο ηα πάλσ, από ην 

έδαθνο δίλεηαη από ηνλ ηύπν y(t) = 5t(20-t), όπνπ t ν ρξόλνο ηεο θίλεζεο ζε sec. 

i) Να βξείηε ηελ ηαρύηεηα θαη ηελ επηηάρπλζε ηνπ ζεκείνπ όηαλ t = 11sec. 

Ση ζπκπεξαίλεηε γηα ηελ θίλεζε ηνπ ηε ζηηγκή απηή; 

ii) Να βξείηε ηελ αξρηθή ηαρύηεηα ηνπ ζεκείνπ θαη ην κέγηζην ύςνο ζην 

νπνίν θζάλεη. 

iii) ε πνηα ρξνληθή ζηηγκή ην ύςνο ηνπ είλαη 375m .  

11.  Έλα ζώκα θηλείηαη επζύγξακκα θαη ε ζέζε ηνπ (ζε m) ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξόλνπ (ζε sec) δίλεηαη από ηε ζπλάξηεζε S(t) = 
2

3
 t

3
 + αt

2
 + βt  α,βR. 
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 i) Αλ ηε ρξνληθή ζηηγκή t = 3sec, ην ζώκα έρεη δηαλύζεη 6m θαη ε ηαρύηεηά 

ηνπ ζηηγκηαία είλαη 8 m/sec, λα βξεζνύλ νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί α,β. 

 ii) Γηα ηηο πην πάλσ ηηκέο ησλ α,β λα βξεζεί πόηε ην ζώκα είλαη ζηηγκηαία 

αθίλεην. 

 iii) Πόηε ην ζώκα έρεη επηβξάδπλζε 2 m/sec
2
. 

12.  Έλα κόξην ζθόλεο θηλείηαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα xx΄. Ζ ζέζε ηνπ θάζε 

ρξνληθή ζηηγκή δίλεηαη από ηνλ ηύπν x(t) = t
3
 + 2t

2
 – 4t +1.  

 1. Να βξείηε ηελ ηαρύηεηα θαη ηελ επηηάρπλζή ηνπ σο ζπλάξηεζε ηνπ 

ρξόλνπ. 

 2. Πνηα είλαη ε ηαρύηεηα ηνπ κνξίνπ ζε ρξόλν 1sec; 

 3. Πόηε ην κόξην είλαη ζηηγκηαία αθίλεην; 

 4. Πόηε ην κόξην θηλείηαη ζηελ ζεηηθή θαηεύζπλζε θαη πόηε ζηελ αξλεηηθή; 

 5. Πόηε ην κόξην θάλεη επηβξαδπλόκελε θαη πόηε επηηαρπλόκελε θίλεζε; 

 6. Πνην είλαη ην νιηθό δηάζηεκα πνπ έρεη δηαλύζεη ην κόξην ζηε δηάξθεηα 

ησλ πξώησλ 2sec; 

 7.  Πνηα είλαη ε κεηαηόπηζε ηνπ κνξίνπ ζηε δηάξθεηα ησλ πξώησλ 2sec; 

13.  Γίλεηαη νξζνγώλην κε δηαζηάζεηο x(t) = 3t
2
 + 9t θαη y(t) = 6t + 18, όπνπ t ν 

ρξόλνο ζε sec. Να βξεζεί ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ νξζνγσλίνπ, ηε 

ρξνληθή ζηηγκή πνπ γίλεηαη ηεηξάγσλν. 

14.  Γίλεηαη νξζνγώλην ηξίγσλν ΑΒΓ (Â = 90
ν
) κε θάζεηεο πιεπξέο ΑΒ = 3cm 

θαη ΑΓ = 4cm. Αλ ε πιεπξά ΑΒ απμάλεηαη κε ξπζκό 2cm/sec, ελώ ε πιεπξά ΑΓ 

ειαηηώλεηαη κε ξπζκό 0,5cm/sec λα βξεζεί ν ξπζκόο κεηαβνιήο κεηά από 3sec: 

α) ηνπ εκβαδνύ ηνπ ηξηγώλνπ  θαη β) ηεο ππνηείλνπζαο ΒΓ. 

 

 

 

ΜΟΝΟΣΟΝΗΑ – ΑΚΡΟΣΑΣΑ ΤΝΑΡΣΖΖ 

 

1.  Να βξείηε ηα αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  i) f(x) = x² + 4x ii) f(x) = 2 - x² iii) f(x) = x² - 2 x – 1 

 iv) f(x) =
x

3

3
 - 2x² + 

3

4
  v) f(x) = -x

3
 + 12x + 13 .  

2.  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  i) f(x) = x4 - 8x² + 5 ii) f(x) = 2x
3
 - 15x² + 36x + 10 

 iii) f(x) = - 
x

3

3
 + 2x² - 3x + 1  iv) f(x) = (x² - 1)

3
  . 

3.  Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ : 

  i) f(x) = 9 - x²  ii) f(x) = x² - 4x         iii) f(x) =  
x²

x + 1
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  iv) f(x) = x - e
x 

v) f(x) = 
x

e
x        vi)  f(x) = x²∙e

x
   . 

4.  Να δείμεηε όηη νη παξαθάησ ζπλαξηήζεηο δελ έρνπλ αθξόηαηα : 

  i) f(x) = αx3  α ≠ 0  ii) f(x) = -x
3
 – 6x + 7 iii) f(x) = x3 - 6x² + 12x – 16 

 iv) f(x) =- x3 + αx² + (α – 6)x + 4 θαη 0 < α < 3 . 

5.  Να κειεηήζεηε ηελ ζπλάξηεζε f σο πξνο ηελ κνλνηνλία ζην δηάζηεκα [0, 
π

2
 ] 

κε ηύπν f(x) = 
ζπλx

εκ²x
  . Αλ α, β∈[0, 

π

2
 ] θαη α > β ηόηε λα δείμεηε : 

εκ²α

εκ²β
  > 

ζπλα

ζπλβ
  . 

6.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = x² + 
2α

x
 + β  (α, β∈R) ε νπνία κεδελίδεηαη 

ζην x1 = 1 θαη παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην ζεκείν x0 = 2 . 

  i) Να βξεζνύλ ηα α θαη β . 

 ii) Να βξεζεί ην είδνο ηνπ αθξόηαηνπ θαη ε ηηκή ηνπ .     

7.  Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ α, β γηα ηηο νπνίεο ε ζπλάξηεζε f(x) = αx
3
+βx²-12x 

παξνπζηάδεη ηνπηθά αθξόηαηα ζηα ζεκεία x1 = -1 θαη x2 = 2. Να θαζνξίζεηε ην 

είδνο ησλ αθξόηαησλ . 

8.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = ln²x + αlnx + βx, α, β∈R. Να βξείηε ηα α, β 

ώζηε ε f λα παξνπζηάδεη ηνπηθό αθξόηαην ζην x0 = e θαη f΄΄(e
3
) = 0 . 

9.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = 
αx + β

x² + 1
  α, β∈R. Να ππνινγίζεηε ηα α, β 

ώζηε ε f λα παξνπζηάδεη ζην x0 = 2 αθξόηαην κε ηηκή  –1. 

10.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε : f(x)  =αlnx + βx² + 2x. Να βξείηε ηα α, β∈R 

ώζηε ε f λα παξνπζηάδεη αθξόηαην ζην x0 = 1 θαη ε εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζην (2, f(2)) λα είλαη θάζεηε ζηε επζεία 8y – x + 9 = 0 . 

11.  Αλ ε ζπλάξηεζε f είλαη παξαγσγίζηκε ζην R θαη ηζρύεη f²(x) + f(x) = x
3
+2x 

λα απνδείμεηε όηη ε f δελ έρεη αθξόηαηα .  

12.  Γίλεηαη ε παξαγσγίζηκε ζπλάξηεζε f: R → R, ε νπνία παξνπζηάδεη ηνπηθό 

αθξόηαην ζην x0=1 θαη ηζρύεη f(1)=-6. Θεσξνύκε ζπλάξηεζε g κε g(x) = 
f(x)

x²+1
 . 

Να απνδείμεηε όηη g΄(1) = 3 . 

13.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f: R→R κε f(x)  = x
11

 + x
3
 + x . 

α) Να ηε κειεηήζεηε σο πξνο ηελ κνλνηνλία  

β) Να απνδείμεηε όηη : f(π² + e²) > f(2πe) . 

14.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε f(x) = x² - 2αx + 5α, α∈R. Να βξείηε ην α ώζηε 

ην ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο f λα παίξλεη ηε κέγηζηε ηηκή . 



ΚΑΝΓΖΛΑΠΣΖ ΑΘΑΝΑΗΟ-καζεκαηηθόο 

 

 

x Γ
x

Γ x
x

Αx

x

Β
x

x

15.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = ιx²+(2-ι)x - 
3

4
 ι – 1, ι > 0. 

α. Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα 

β. Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ ι ώζηε ην ειάρηζην ηεο f λα είλαη κέγηζην. 

16.  Έζησ ε ζπλάξηεζε f(x) = x
2
 – 2lnx – 1. 

 α) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο 

 β) Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα αθξόηαηά ηεο. 

 γ) Να δείμεηε όηη, γηα θάζε x > 0, ηζρύεη: 

    x
2
 ≥ 1 + 2lnx. 

17.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν f(x) = x
11

 + 8x – 8. 

 i) Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

 ii) Να ιύζεηε ηελ αληζόηεηα f(f(x)) < 1. 

18.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = x
3
 – 9x

2
 + 24x + ι, ιR. Αλ x1,x2 είλαη ζέζεηο 

ηνπηθώλ αθξνηάησλ ηεο f λα απνδείμεηε όηη ε απόζηαζε ησλ ζεκείσλ Α(x1,f(x1)) 

θαη B(x2,f(x2)) είλαη ζηαζεξή. 

19.  Να βξεζεί ην ζεκείν ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο   

f(x) = 2x
3
 – 12x

2
 + 3 ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε έρεη ην κηθξόηεξν ζπληειεζηή 

δηεύζπλζεο.  

20.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = x
3
 – 2αx

2
 + 3αx + 1, α,xR. Να βξεζεί ε ηηκή 

ηεο παξακέηξνπ α, ώζηε ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ηπραίν ζεκείν (x,f(x)) λα παξνπζηάδεη ειάρηζην 

γηα x = 6. 

21.  Γίλεηαη ε ζπλάηεζε f παξαγσγίζηκε ζην R γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 

    f
3
(x) + 2f(x) = x

2007
 + 3x γηα θάζε xR. 

Να απνδεηρζεί όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R. 

 

 

 

ΜΔΓΗΣΑ – ΔΛΑΥΗΣΑ 

 

1.  Σν γηλόκελν δύν ζεηηθώλ αξηζκώλ είλαη 16. Να βξείηε ηε κηθξόηεξε ηηκή πνπ 

κπνξεί λα πάξεη ην άζξνηζκά ηνπο . 

2.  Από όια ηα νξζνγώληα πνπ θαηαζθεπάδνπκε κε ζύξκα κήθνπο 40 m πνίν 

είλαη απηό πνπ έρεη ην κεγαιύηεξν εκβαδόλ ; 

3.  Από όια ηα ηζνζθειή ηξίγσλα κε πεξίκεηξν 18cm πνην είλαη εθείλν πνπ έρεη 

ην κεγαιύηεξν εκβαδόλ ; 

4.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε y = 5 - x² . Να βξείηε ην ζεκείν ηεο πνπ είλαη 

πιεζηέζηεξν ζην ζεκείν Α(3, 6) . 
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5.  Να βξείηε ην ι∈R ώζηε ην άζξνηζκα ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ ξηδώλ ηεο 

εμίζσζεο 3x²+(ι-6)x-ι= 0 λα είλαη ειάρηζην θαη λα βξεζεί .  

6.  Να βξείηε ν ι∈R ώζηε ε κέγηζηε ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο f(x)=(ι-1)x²-ι(x-1)² 

λα γίλεηαη ειάρηζηε . 

7.  Από θύιιν ιακαξίλαο πνπ έρεη ζρήκα ηεηξαγώλνπ 

 κε πιεπξά 2,4 m ζέινπκε λα θαηαζθεπάζνπκε 

αλνηρηό δνρείν ζρήκαηνο νξζνγσλίνπ παξαιιειεπηπέδνπ, 

 θόβνληαο από ηηο 4 γσλίεο ηνπ ίζα ηεηξάγσλα,  

όπσο θαίλεηαη ζην ζρήκα. 

 Να βξείηε ηελ πιεπξά x ηνπ ηεηξαγώλνπ 

 ώζηε ην δνρείν πνπ ζα θαηαζθεπάζνπκε λα έρεη ηε κέγηζηε ρσξεηηθόηεηα .  

 

8.      Έλα παξάζπξν απνηειείηε από έλα νξζνγώλην 

παξαιιειόγξακκν θαη από έλα εκηθύθιην, όπσο 

      θαίλεηαη ζην δηπιαλό ζρήκα. Αλ ε πεξίκεηξνο  

 είλαη 4+π κέηξα πσο πξέπεη λα θαηαζθεπάζνπκε  

      ην παξάζπξν γηα λα έρνπκε ην κεγαιύηεξν δπλαηό  

 θσηηζκό . 

 

      9.  Έλα θνξηεγό κεηαθνξώλ έρεη λα κεηαθέξεη εκπνξεύκαηα ζε απόζηαζε 

600km κε ζηαζεξή ηαρύηεηα x km/h. ε απηή ηε δηαδξνκή ην κέγηζην επηηξεπόκελν 

όξην ηαρύηεηαο είλαη 90 km/h. Σα θαύζηκα ζηνηρίδνπλ 0,5€ ην ιίηξν θαη ε 

θαηαλάισζε αλά ώξα είλαη 

2x x
4

300


  ιίηξα. Αλ ε ακνηβή ηνπ νδεγνύ  ηνπ 

θνξηεγνύ είλαη 10€ ηελ ώξα, ηόηε: 

α)  Να απνδείμεηε  όηη ην ζπλνιηθό θόζηνο ηεο δηαδξνκήο δίλεηαη από ηε 

ζπλάξηεζε K(x) = 
7200

x
 + x + 1. 

β)  Βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο K(x). 

γ)  Βξείηε ηελ ηαρύηεηα ηνπ θνξηεγνύ γηα ηελ νπνία ην θόζηνο ηεο δηαδξνκήο 

γίλεηαη ειάρηζην. 

10.  Μηα εηαηξία θαηαζθεπάδεη έλα set αμεζνπάξ απηνθηλήηνπ πνπ ην πνπιά 

ζηελ ίδηα ζπζθεπαζία. Αλ ην εκεξήζην θόζηνο x sets δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

 
1

4
 x

2
 + 35x + 25 ζε εθαηνληάδεο επξώ θαη ηηκή πώιεζεο θάζε set είλαη 50 - 

1

2
 x 

εθαηνληάδεο επξώ ηόηε: 

α) Να ππνινγίζεηο πνηα πξέπεη λα είλαη ε εκεξήζηα παξαγσγή, ώζηε ε 

εηαηξία λα έρεη ην κέγηζην δπλαηό θέξδνο. Πνην είλαη απηό; 
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β) Να απνδείμεηο όηη ην θόζηνο παξαγσγήο ελόο ηέηνηνπ set παξνπζηάδεη 

ειάρηζην. 

11.  Σν πιήζνο ζε δεθάδεο ρηιηάδεο θνκκάηηα ησλ πσιήζεσλ κηαο εηαηξίαο πνπ 

παξάγεη ειεθηξνληθνύο ππνινγηζηέο, δίλεηαη από ηε ζπλάξηεζε P(t) = 
400t

t
2
 + 25

 , 

όπνπ ην t εθθξάδεη ζε κήλεο ην ρξόλν θπθινθνξίαο ελόο λένπ κνληέινπ.  

α) Να βξεζεί ν ξπζκόο κεηαβνιήο ησλ πσιήζεσλ ηεο εηαηξίαο κεηά από έλα 

κήλα, από ηελ  θπθινθνξία ζηελ αγνξά ελόο λένπ κνληέινπ. 

β) Να βξεζεί ε ρξνληθή ζηηγκή (κήλαο) θαηά ηελ νπνία νη πσιήζεηο 

παίξλνπλ ηε κέγηζηε ηηκή. 

γ) Να βξεζεί ε κέγηζηε πνζόηεηα ζε εθαηνληάδεο ρηιηάδεο θνκκάηηα πνπ 

πνπιά ε εηαηξία ην κήλα πνπ βξέζεθε ζην εξώηεκα β. 

12.  Σν θόζηνο παξαγσγήο ηεο κηαο κνλάδαο ελόο πξντόληνο, όηαλ παξάγνληαη  

x κνλάδεο, δίλεηαη από ηνλ ηύπν: K(x) = 
100

x
  - 5x + 40. Ζ ηηκή πώιεζεο ηεο κηαο 

κνλάδνο πξέπεη λα είλαη 40% κεγαιύηεξε από ηελ ηηκή θόζηνπο. 

i) Να βξεζεί ε ζπλάξηεζε ησλ εζόδσλ από ηελ πώιεζε x κνλάδσλ. 

ii) Να βξεζεί ζε πόζεο κνλάδεο έρνπκε κεγηζηνπνίεζε ησλ θεξδώλ. 

13.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο  πνπ δηέξρεηαη από ην ζεκείν Μ(3,4) 

θαη ζρεκαηίδεη κε ηνπο ζεηηθνύο εκηάμνλεο ηξίγσλν ειαρίζηνπ εκβαδνύ. 

        14.  Μία επηρείξεζε έρεη παξαηεξήζεη όηη γηα έλα νξηζκέλν πξντόλ ην ζπλνιηθό 

θόζηνο (ζε εθαηνληάδεο επξώ) δίλεηαη από ηε ζπλάξηεζε K(x) = 2x
3
 – 6x

2
 + 20x, 

όπνπ x νη κνλάδεο παξαγσγήο ζε ρηιηάδεο. 

α) Σν κέζν θόζηνο παξαγσγήο κηαο κνλάδαο πξντόληνο δίλεηαη από ηνλ ηύπν 

Κκ(x) =  
K(x)

x
 . Πνηα είλαη ε παξαγσγή x, πνπ ειαρηζηνπνηεί ην κέζν θόζηνο. 

β) Σν νξηαθό θόζηνο είλαη Κνξ(x) = K΄(x). Απνδείμηε όηη γηα θάζε x ηνπ 

εξσηήκαηνο α) είλαη Κνξ(x) = Kκ(x). 

γ) Πώο κεηαβάιιεηαη ην Κκ ζπλαξηήζεη ηνπ Κνξ; 

δ) Πώο ζπκπεξηθέξνληαη νη ζπλαξηήζεηο Κκ, Κνξ αλ ζην ζπλνιηθό θόζηνο 

πξνζηεζεί έλα «ζηαζεξό θόζηνο» A(x) = ιx, όπνπ ι ζηαζεξά; 

15.  Έλαο ππνςήθηνο ζηηο πξνεγνύκελεο δεκνηηθέο εθινγέο ήζειε λα θηηάμεη 

κηα αθίζα ρξεζηκνπνηώληαο ραξηί ζε ζρήκα νξζνγσλίνπ εκβαδνύ 1m². Γηα 

θαηαζθεπαζηηθνύο ιόγνπο έπξεπε λα αθήζεη πάλσ θαη θάησ πεξηζώξηα 8cm, ελώ 

δεμηά θαη αξηζηεξά πεξηζώξηα 5cm. Εήηεζε από ηνλ ηππνγξάθν ηνπ λα ηνπ 

ππνινγίζεη ηηο δηαζηάζεηο x, y ηνπ ραξηηνύ ώζηε 

ην εκβαδόλ ηεο σθέιηκεο επηθάλεηαο λα είλαη 

κέγηζην (βιέπε ζρήκα). 

 

Α. Βνήζεζε ηνλ ηππνγξάθν ηνπ: 
y

x
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α) Να εθθξάζεη ζπλαξηήζεη ησλ x θαη y ην εκβαδόλ Δ ηεο σθέιηκεο επηθάλεηαο. 

β) Πνηα ζρέζε ζπλδέεη ηα x, y; 

γ) Πσο εθθξάδεηαη ην εκβαδόλ Δ ζπλαξηήζεη ηνπ x; 

 

Β. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 
100.000

f (x) 10.160 16x,x 0
x

    . Να ηελ κειεηήζεηε 

σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

Γ. ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ πνηεο λνκίδεηο όηη πξέπεη λα είλαη νη δηαζηάζεηο x, y 

ηεο αθίζαο ώζηε ην εκβαδόλ ηεο σθέιηκεο επηθάλεηαο λα είλαη κέγηζην. 

16.  ’ έλα θαξηεζηαλό επίπεδν ζεσξνύκε ηελ επζεία ε: y = x + 1 θαη ηα ζεκεία 

Α(2,6) θαη Β(4,-2). Να βξείηε ην ζεκείν Μ ηεο επζείαο ε, γηα ην νπνίν ην 

άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ δύν ηεηξάγσλσλ πνπ θαηαζθεπάδνληαη κε πιεπξέο 

ηα επζύγξακκα ηκήκαηα ΜΑ θαη ΜΒ, λα είλαη ην ειάρηζην δπλαηό. 

17.  Γίλεηαη έλα επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ  = α > 0 θαη πάλσ ζ’ απηό έλα ζεκείν 

Μ. Να βξείηε ηε ζέζε ηνπ Μ, γηα ηελ νπνία ην άζξνηζκα ησλ όγθσλ ησλ δύν 

ζθαηξώλ ΜΑ θαη ΜΒ είλαη ην ειάρηζην δπλαηό. (Vζθ = 
4

3
 πR

3
). 

18.  Από όια ηα νξζνγώληα ηξίγσλα κε ηελ ίδηα ππνηείλνπζα, πην έρεη ην 

κεγαιύηεξν εκβαδό; 

19.  Σν θόζηνο παξαγσγήο x ξαδηνθώλσλ ζε κηα κέξα είλαη  

K(x) = 
3

4
 x

2
 + 105x + 75 € θαη ε ηηκή πώιεζεο θάζε ξαδηνθώλνπ είλαη  

Σ(x) = 150 - 
3

2
 x €. Να βξείηε πνηα πξέπεη λα είλαη ε εκεξήζηα παξαγσγή ώζηε λα 

έρνπκε ην κέγηζην (ζπλνιηθό) θέξδνο. ηελ πεξίπησζε απηή, λα δείμεηε όηη ην 

κέζν θόζηνο ηεο εκεξήζηαο παξαγσγήο είλαη ην ειάρηζην δπλαηό. 

20.  Έλα ζρνηλί 1m είλαη θηηαγκέλν από πιηθό κεηαβιεηήο ππθλόηεηαο. Όηαλ 

ην ζρνηλί έρεη κήθνο x m ηόηε ε κάδα ηνπ είλαη m = (1 + x)
2xe  kgr. 

i.  Να βξείηε ηελ ππθλόηεηα ηεο κάδαο ηνπ (ξπζκόο κεηαβνιήο ηεο κάδαο) 

ζε kgr
m

 όηαλ x = 0,5m. 

ii. Να βξείηε πόηε ε ππθλόηεηα ηεο κάδαο γίλεηαη ειάρηζηε θαη πόηε κέγηζηε. 

21.  Να ρσξίζεηε ηνλ αξηζκό 8 ζε δύν ζεηηθνύο πξνζζεηένπο, ώζηε ην 

απνηέιεζκα ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ ηνπ γηλνκέλνπ ηνπο επί ηελ δηαθνξά ηνπο λα 

είλαη κέγηζην. 

22.  Να απνδείμεηε όηη από όινπο ηνπο θπιίλδξνπο κε ηελ ίδηα δηάκεηξν απηόο 

πνπ έρεη ηε κεγαιύηεξε ρσξεηηθόηεηα είλαη εθείλνο ζηνλ νπνίν ν ιόγνο ηεο 

δηακέηξνπ ηεο βάζεο πξνο ην ύςνο ηζνύηαη κε ην 2 . Με άιια ιόγηα ζε 

δεδνκέλε ζθαίξα λα γξάςεηε έλα θύιηλδξν κεγίζηνπ όγθνπ.  
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ΔΠΑΝΑΛΖΠΣΗΚΔ  ΑΚΖΔΗ 1
νπ

 ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ 

 

1.  Σα θέξδε κηαο λέαο επηρείξεζεο σο πξνο ην ρξόλν t ζε έηε δίλνληαη από ηε 

ζπλάξηεζε f(t) = ln(t
2
 + 9) – 2ln3. 

i) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

ii) Να βξεζεί ην 
t 0
limf (t)


. 

iii) Να βξεζεί ε πξώηε θαη ε δεύηεξε παξάγσγνο ηεο f. 

iv) Να εθηηκεζεί ζε πόζα ρξόληα ν ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ θέξδνπο ηεο 

επηρείξεζεο ζα γίλεη κέγηζηνο. 

2.  Έζησ f ζπλάξηεζε ζπλερήο θαη παξαγσγίζηκε γηα θάζε x∈R. Καη γηα ηελ 

πξώηε παξάγσγν ηεο f ηζρύεη : (x²+1)²∙f΄(x) = 5(α - x²), α∈R.  

A1. Αλ γλσξίδνπκε όηη ε ζπλάξηεζε παξνπζηάδεη αθξόηαην ζε ζεκείν κε 

ηεηκεκέλε x = 2. Να απνδεηρζεί όηη α = 4 . 

Α2. Γηα ηελ παξαπάλσ ηηκή ηνπ α 

α. Να απνδείμεηε όηη ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο εθαπηνκέλεο ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Α(1, f(1)) είλαη ίζνο κε  
15

4
 . 

β. Να κειεηεζεί σο πξνο ηελ κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ε ζπλάξηεζε f . 

3.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = αe
x
 – βx + 3 κε x∈R θαη α, β∈R. 

α. Να βξεζνύλ νη ηηκέο ησλ α, β αλ ε Cf δηέξρεηαη από ην ζεκείν Α(0, 4) θαη ε 

εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην Α είλαη //x΄x . 

β.  Να βξείηε ηελ εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηεο Cf ζην Α. 

γ.  Να κειεηήζεηε ηελ f σο πξνο ηελ κνλνηνλία ηεο θαη ηα αθξόηαηα . 

4.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = e
αx

 – βx, α, β∈R. 

α)  Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ α ώζηε 4f΄(x) – 4β(x – 1) = 4f(x) + f΄΄(x), γηα θάζε 

x∈R 

β) Να βξείηε ην β ώζηε ε εθαπηνκέλε ηεο f ζην ζεκείν (0, f(0)) λα είλαη 

παξάιιειε ζηνλ άμνλα x΄x . 

γ) Γηα ηηο ηηκέο ησλ α, β πνπ βξήθαηε λα κειεηεζεί ε f(x) σο πξνο ηε κνλνηνλία 

θαη ηα αθξόηαηα . 

5.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 2kxf (x) 3e 1   , xR, kR
*
. 

i) Να βξεζνύλ νη ηηκέο ηεο παξακέηξνπ k γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη: 4f΄(x) – f΄΄(x) = 0. 

ii) Να βξεζεί ε εμίζσζε ηεο εθαπηνκέλεο ε ηεο Cf ζην ζεκείν κε ηεηκεκέλε  

x0 = 0. 

iii) Να βξεζεί ε ξπζκόο κεηαβνιήο ηνπ εκβαδνύ ηνπ ηξηγώλνπ πνπ ζρεκαηίδεη ε 

παξαπάλσ εθαπηνκέλε κε ηνπο άμνλεο όηαλ k = 2.  
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6.  Δηαηξεία θαηαζθεπήο ειεθηξνληθώλ ππνινγηζηώλ ρξεζηκνπνηεί σο κνληέιν 

πώιεζεο ησλ πξντόλησλ ηεο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ ηε ζρέζε K(t) = 
80t

t²+4
  . 

Όπνπ t ν ρξόλνο θπθινθνξίαο ηνπ πξντόληνο ζε κήλεο θαη K(t) ην πιήζνο ησλ 

Ζ/Τ πνπ πνπιά ζην αληίζηνηρν ρξόλν ζε ρηιηάδεο κνλάδεο.    

α. Να βξεζεί ν ξπζκόο κεηαβνιήο ησλ πσιήζεσλ ηεο εηαηξείαο κεηά ηελ πάξνδν 

ελόο κήλα από ηελ θπθινθνξία θάπνηνπ λένπ κνληέινπ Ζ/Τ ηεο ζηελ αγνξά . 

β. Να βξεζεί πόηε νη πσιήζεηο θάπνηνπ λένπ κνληέινπ Ζ/Τ ηεο εηαηξείαο 

κεγηζηνπνηνύληαη . 

γ. Να βξεζεί ε κέγηζηε πνζόηεηα ζε ρηιηάδεο κνλάδεο πνπ πνπιά ε εηαηξεία . 

7.  Οη εκεξήζηεο εηζπξάμεηο ελόο θαηαζηήκαηνο πνπ ιεηηνπξγεί όιν ην 

εηθνζηηεηξάσξν, δίλνληαη ζε ρηιηάδεο Δπξώ, από ηηο ηηκέο ηεο ζπλάξηεζεο f κε 

f(t) = 
20t

t²+64
 , όπνπ ν ρξόλνο t∈(0, 24) κεηξηέηαη ζε ώξεο θαη ε κέηξεζε ηνπ 

αξρίδεη ακέζσο κεηά ηηο 12 ην κεζεκέξη. 

α. Να βξείηε πόηε ην θαηάζηεκα πξαγκαηνπνηεί ηηο πεξηζζόηεξεο εηζπξάμεηο θαη 

πόζεο είλαη απηέο. 

β. Να βξείηε ην ξπζκό κεηαβνιήο ησλ εηζπξάμεσλ, ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ 

νπνία ε επηρείξεζε πξαγκαηνπνηεί ηηο πεξηζζόηεξεο εηζπξάμεηο, θαζώο θαη ην 

ρξνληθό δηάζηεκα ζην νπνίν ν ξπζκόο κεηαβνιήο είλαη ζεηηθόο . 

γ. Αλ είλαη γλσζηό όηη ην θαηάζηεκα έρεη θέξδνο όηαλ νη εηζπξάμεηο είλαη 

ηνπιάρηζηνλ ρίιηα Δπξώ, λα βξείηε ην ρξνληθό δηάζηεκα ζην νπνίν ε επηρείξεζε 

είλαη θεξδνθόξα . 

8.  Γίλεηαη ζπλάξηεζε f παξαγσγίζηκε ζην R, γηα ηελ νπνία ηζρύεη: 
3 3 x 1f (x) f (x) x e    , xR. 

Να βξεζεί ε εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν ηεο κε ηεηκεκέλε x0 = 1. 

9.  Ζ εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο παξαγσγίζηκεο ζπλάξηεζεο g 

ζην ζεκείν (2,0) ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα xx΄ γσλία 60
ν
. Να ππνινγίζηε ην 

h 0

g(2 h)
lim

h


. 

10.  Έζησ κία ζπλάξηεζε f ηέηνηα ώζηε: f(2005 + h) – f(2005) = h
2
 + 5h hR. 

i)   Αλ f(2006) = 8, λα πξνζδηνξίζεηε ην f(2005). 

ii)  Να βξείηε ηελ θιίζε ηεο Cf ζην x0 = 2005. 

iii) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο Cf ζην Α(2005,f(2005)). 

11. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = x
2
lnx, x > 0. 

i)   Να απνδείμεηε όηη γηα θάζε x > 0 ηζρύεη: 
1

xf (́ ) f΄́ (x) 4
x

  . 
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ii)  Να απνδείμεηε όηη ε εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν Α(1,0) εθάπηεηαη 

ηεο  Cg κε g(x) = 2 3
x

4
 , ζην ζεκείν Β(

1

2
 ,-

1

2
 ). 

12.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f(x) = 2x x 9 3      όπνπ α,βR θαη 

g(x) = x  - 1 . 

i) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηνπο. 

ii) Να νξίζεηε ηε ζπλάξηεζε h = 
f

g
 . 

iii) Να βξείηε ηηο ηηκέο ησλ α,β αλ ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο h δηέξρεηαη από 

ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη από ην ζεκείν Α(9,3). 

iv) Αλ α = β =1 λα βξείηε ην 
x 1
limh(x)


. 

v) Γηα α = β = 1 λα εμεηάζεηε αλ ε ζπλάξηεζε  

h(x), x[0,1) (1,+∞) 

K(x) =  

  2, x = 1 

είλαη ζπλερήο γηα x0 = 1. 

13.  Γίλεηαη ε  ζπλάξηεζε f(x) = e
θx

 + ιx κε x, θ, ιR. 

  i) Να βξείηε ηελ f΄ θαη ηελ f΄΄. 

  ii) Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ θ ώζηε λα ηζρύεη: f΄΄(x) + 2f΄(x) + e
θx

 – 2ι = 0. 

  iii) Γηα ηελ ηηκή ηνπ θ πνπ βξέζεθε λα βξεζεί ε ηηκή ηνπ ι ώζηε ε 

εθαπηνκέλε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f ζην ζεκείν Μ(0,f(0)) λα 

είλαη παξάιιειε ζηνλ άμνλα xx΄. 

  iv) Γηα ηηο ηηκέο ησλ θ θαη ι πνπ βξέζεθαλ λα κειεηεζεί ε f σο πξνο ηε 

κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

14.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο f(x) = e
-αx

 θαη g(x) = βlnx κε α, βR. 

  i) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηνπο. 

  ii) Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ α ε εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην ζεκείν Α(0,f(0)) 

είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία y = -x. 

  iii) Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ β ε εθαπηνκέλε ηεο Cg ζην ζεκείν Β(1,g(1)) 

είλαη παξάιιειε ζηελ δηρνηόκν ηεο δεύηεξεο γσλίαο ησλ αμόλσλ. 

  iv) Αλ Α είλαη ην ζεκείν ηνκήο ηεο Cf κε ηνλ άμνλα yy΄ θαη Β ην ζεκείν 

ηνκήο ηεο Cg κε ηνλ άμνλα xx΄ θαη α = 1, β = -1 λα απνδείμεηε όηη ε 

εθαπηνκέλε ηεο Cf ζην Α ηαπηίδεηαη κε ηελ εθαπηνκέλε ηεο Cg ζην Β. 

15.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f κε ηύπν f(x) = 2x
3
 + 4x – 2. 

  i) Να απνδείμεηε όηη ε f είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R. 

  ii) Να βξείηε ην ζεκείν Α(x0,f(x0)) ηεο Cf ζην νπνίν ε εθαπηνκέλε έρεη ηνλ 

ειάρηζην ζπληειεζηή δηεύζπλζεο. 

  iii) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο εθαπηόκελεο ζην Α. 

  iv) Να ππνινγίζεηε ην 
2x 1

f (x) 4
lim

2x 3x 1



 
. 
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16.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 4 – 3x
2
 + x

3
. 

  i) Να βξείηε ην ζεκείν Μ ηεο Cf ηέηνην ώζηε ε εθαπηνκέλε (ε) ηεο Cf ζην Μ 

λα είλαη παξάιιειε ζηελ επζεία (ε): 3x + y – 4 = 0 θαη ζηε ζπλέρεηα λα 

βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο (ε). 

  ii) Να ππνινγίζεηε ην 
x 1

f (́x) f (́1)
lim

f (x) f (1)




. 

  iii) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ xR είλαη f΄(x) ≤ 0; 

  iv) Αλ g(x) = lnf΄(x), λα βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο θαη λα ηελ κειεηήζεηε 

σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα. 

17.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = ln(e
x
 - 1). 

  i) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο Α. 

  ii) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ xA ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f βξίζθεηαη πάλσ από 

ηνλ άμνλα xx΄. 

  iii) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ αR ώζηε λα ηζρύεη: 

2 x f (x)f (́x)
(e 1)f (́x) 6e 0

f΄́ (x)
      ; 

  iv) Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο g(x) = e
2f(x) – 1

 θαη ζηε 

ζπλέρεηα λα απνδείμεηε όηη είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο. 

18.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε F(x) = 2x
3
 – θx

2
 + 6ιx + 4 xR. 

  i) Να βξεζεί ε F΄(x). 

  ii) Αλ ε F παξνπζηάδεη αθξόηαην γηα x = 1 θαη x = 2 δείμηε όηη θ = 9 θαη ι=2. 

  iii) Αλ θ = 9 θαη ι = 2 λα κειεηεζεί ε F σο πξνο ηε κνλνηνλία θαη ηα 

αθξόηαηα. 

  iv) Να βξεζεί ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο F ζην ζεκείν Α(ι,F(ι)). Γηα 

πνηα ηηκή ηνπ ι απηόο γίλεηαη ειάρηζηνο; Πνηα ε ειάρηζηε ηηκή ηνπ; 

  v) Θεσξνύκε ηε ζπλάξηεζε 
2

F (́x)
h(x)

x 5 3


 
. Να ππνινγηζηεί ην όξην: 

x 2
limh(x)


. 

19.  Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο: 

    θx
2
 + ιx – 2,  x ≠ 2 

  f(x) =  

    2,   x = 2 

 

   

 

    θx + ι,  x ≠ 0 

 g(x) =  

    4,   x = 0 

 



ΚΑΝΓΖΛΑΠΣΖ ΑΘΑΝΑΗΟ-καζεκαηηθόο 

 

 

    
x 3

x 3




,  x[0,3) (3,+∞)  

  h(x) =        κε θ, ι ,κ R. 

    κ,   x = 3 

  i) Να βξεζεί ε ηηκή ηνπ κ ώζηε ε h λα είλαη ζπλερήο ζην x0 = 3. 

  ii) Γηα ηελ ηηκή ηνπ κ πνπ βξέζεθε είλαη ε h ζπλερήο ζην πεδίν νξηζκνύ ηεο; 

  iii) Να βξεζνύλ νη θ θαη ι ώζηε ε f λα είλαη ζπλερήο ζην x1 = 2 θαη ε g λα 

είλαη ζπλερήο ζην x2 = 0. 

  iv) Γηα ηηο ηηκέο ησλ θ θαη ι λα ππνινγηζηεί ην όξην: 
2

x 1

g(0) f (x) xg(x) x x 2f (2)
lim

x 1

    


. 

20.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 2

x 1

ln x x 1
9 x

e x 1



  


. 

  i) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

  ii) Να ππνινγηζηεί ην 
x 1
limf (x)


. 

  iii) Έρεη λόεκα λα εμεηάζνπκε ηε ζπλέρεηα ηεο f ζην x0 = 5; 

  iv) Να εμεηαζηεί ε ζπλέρεηα ηεο f ζην δηάζηεκα (0,1). 

21.  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε f(x) = 
2 x 1

x 5

 


. 

  i) Να βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο f. 

  ii) Να βξείηε ην f(10). 

  iii) Τπνινγίζηε ην 
x 5
limf (x)


 

  iv) Βξείηε ηελ f΄(x). 

  v) Βξείηε ηελ εμίζσζε εθαπηνκέλεο ηεο Cf ζην ζεκείν Α(10,f(10)). 

22.  Αλ f(x) = ln(αx), g(x) = ln(βx), όπνπ α = 
2x 1

x 1
lim (x 1)

x 1

 
  

 
 θαη 

β = 
2

x 3

4x 13x 3
lim

x 3

 


 ηόηε: 

  i) Να ππνινγίζεηο ηα α θαη β. 

  ii) Να δείμεηο όηη ε εθαπηόκελεο ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ f, g ζ’ έλα 

νπνηνδήπνηε x0 ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηνπο είλαη επζείεο παξάιιειεο. 

  iii) Να εμεηάζεηο αλ ππάξρεη εθαπηνκέλε ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο f πνπ 

λα δηέξρεηαη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

   


